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Εισαγωγη

Από την ϑεωρία µέτρου γνωρίζουµε το ϑεώρηµα του Steinhaus για µια ιδιότητα των σύνολων ϑετικού µέ-

τρου: αν το σύνολο A ⊆ R έχει ϑετικό µέτρο τότε το A−A περιέχει µια περιοχή του µηδενός . Παρόλο που

το ϑεώρηµα αυτό είναι σχετικά απλό στην διατύπωση και την απόδειξη του, η γενίκευση του στις ανώτερες

διαστάσεις έχει αποδειχτεί ένα από τα πιο σύγχρονα και δύσκολα προβλήµατα της γεωµετρικής ϑεωρίας

µέτρου, το λεγόµενο "Falconer’s distance set conjecture" το οποίο διατυπώνεται ως εξής. ΄Εστω A ένα υπο-

σύνολο του R2. Αν το A έχει διάσταση Hausdorff µεγαλύτερη της µονάδας τότε τό σύνολο αποστάσεων του,

∆A = {|x− y| : x ∈ A, y ∈ A} έχει ϑετικό µέτρο Lebesgue. Ο Pertti Mattila πρώτος χρησιµοποίησε προχω-

ϱηµένες τεχνικές αρµονικής ανάλυσης και γεωµετρικής ϑεωρίας µέτρου για την επίλυση του προβλήµατος.

Πιο συγκεκριµένα ξεκίνησε από την εξής παρατήρηση. ΄Εστω ένα µέτρο µ µε φορέα που περιέχεται στο A,

και νµ(B) η προώθηση αυτού του µέτρου: νµ(B) = µ× µ {(x, y) : |x− y| ∈ B} , B ⊂ R, B Borel σύνολο.

Τότε αν ο µετασχηµατισµός Fourier του νµ είναι στον L2 συνεπάγεται ότι |∆(E)| > 0. Η τεχνική που

ανέπτυξε ο Mattila περιέχει εκτιµήσεις σϕαιρικών µέσων µετασχηµατισµού Fourier µέτρων. Το ϑεώρηµα

που ϑα αναλυθεί παρακάτω δίνει εκτίµηση κυκλικών µέσων µετασχηµατισµού Fourier µέτρων, οϕείλεται

στον Thomas Wolff και είναι το καλύτερο αποτέλεσµα για την "distance set conjecture" στο επίπεδο, που

υπάρχει µέχρι σήµερα.

Λέξεις κλειδιά.

Αρµονική ανάλυση, γεωµετρική ϑεωρία µέτρου, εικασία ‘Distance set’, µέτρο Hausdorff .
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Abstract

From measure theory we know the Steinhaus theorem for a property all sets with positive lebesgue

measure have: if A ⊆ R with positive measure then the set A − A contains a neighborhood centered

on 0. In spite of the theorem being relative easy to prove, it’s analog in greater dimensions consists

one of the most difficult and modern problems in geometric measure theory, the well-known "Falco-

ner’s distance set conjecture" which is formulated as follows. Let A be a subset of R2. If A has

Hausdorff dimension greater than 1, then it’s distance set, ∆A = {|x− y| : x ∈ A, y ∈ A} has positi-

ve Lebesgue measure. Pertti Mattila first used advanced harmonic analysis and geometric measure

theory techniques in order to solve the problem. More specific he started from the following observa-

tion. Let µ be a measure supported in A and νµ(B) it’s push-forward measure, supported in |∆A|:

νµ(B) = µ × µ {(x, y) : |x− y| ∈ B} , B ⊂ R, B Borel set. Then if the Fourier transform of νµ is an L2

function, |∆(E)| must have positive Lebesgue measure. The technique developed by Mattila involves

estimating spherical averages of Fourier transform of measures. Here we will analyze a theorem which

gives an estimate for circular averages of Fourier transform of measures, is due to Thomas Wolff and

so far is the best known result for the "distance set conjecture in the plane".

Keywords.

Harmonic analysis, geometric measure theory, distance set conjecture, Hausdorff measure.
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Το θεωρηµα και η αποδειξη του

Θα ξεκινήσουµε δείχνοντας πως συνδέονται οι κυκλικοί µέσοι µε την εικασία των distance set. Γι΄ αυτό το

σκοπό ϑεωρούνται γνωστά τα παρακάτω

(Ι) Η διάσταση Hausdorff ενός συµπαγούς συνόλου E συµπίπτει µε τον αριθµό

sup{a : υπάρχει µέτρο πιθανότητας µ πάνω απο το E µε Iα(µ) < +∞}

(ΙΙ) ∫ ∫
|x− y|−αdµ(x)dµ(y) = cα

∫
|µ̂(ξ)|2|ξ|α−nd ξ

(ΙΙΙ) Αν σR είναι το επιϕανειακό µέτρο πάνω στον κύκλο µε κέντρο το 0 και ακτίνα R τότε

σ̂R = 2(R|x|)
1
2 cos

(
2π(R|x| − 1

8
)
)
+ ΩR(x)

΄Οπου ΩR(x) = O
(
(R|x|)− 3

2

)
για R|x| > 1 και ΩR(x) = O

(
(R|x|)− 1

2

)
για R|x| < 1

(IV) Αν µ̂ ∈ L2 τότε µ = fdx για κάποια f ∈ L2

΄Εστω σύνολο E ⊆ R2, µε dimHE = α. Από το (I), υπάρχει κάποιο µέτρο πιθανότητας µ στο E και

πεπερασµένη α-διαστατη ενέργεια. Θεωρούµε dνµ την προώθηση του µ στο σύνολο των αποστάσεων του E,

το ∆E = {|x− y| : x, y ∈ E}. ∆ηλαδή

dνµ(t) = |x− y|dµ(x)dµ(y), (t = |x− y|)

Το νµ έχει φορέα το ∆E και Iα(µ) =
∫
t−α dνµ. Αν δείξουµε ότι ν̂µ ∈ L2 τότε από το (IV) υπάρχει f ∈ L2 µε

dνµ(t) = fdt και επειδή Iα(µ) > 0 έχουµε ότι |∆E| > 0. Για τεχνικούς λόγους ϑα χρησιµοποιήσουµε το

µέτρο ν = dν(t) = ei
π
4 t−

1
2dνµ(t) + e−i

π
4 |t|−

1
2dνµ(−t) το οποίο έχει φορέα το ∆E ∪ −∆E.

Λήµµα. Τα παρακάτω είναι ισοδύναµα

(1) ν̂ ∈ L2(R),

(2) Ισχύει ότι ∫ +∞

R=1

(∫ π

−π

∣∣µ̂ (Reiθ)∣∣2 d θ)2

RdR ≤ ∞

Απόδειξη.

ν̂(k) = ei
π
4

∫
|x− y|−

1
2 e−2iπk|x−y| dµ(x)d µ(y) + e−iπ

4

∫
|x− y|−

1
2 e2iπk|x−y| dµ(x)d µ(y)

= 2

∫
|x− y|−

1
2 cos(2π(k|x− y| − 1

8
))dµ(x) dµ(y)
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Από την άλλη, για k > 0∫ π

−π

∣∣µ̂ (keiθ)∣∣2 d θ = ∫
R2

σ̂k ∗ µ dµ

= 2k−
1
2

∫∫
|x− y|−

1
2 cos(2πk|x− y| − 1

8
) dµ(x) dµ(y) +

∫∫
Ω(k|x− y|) dµ(x) dµ(y)

= 2k−
1
2

∫∫
|x− y|−

1
2 cos(2πk|x− y| − 1

8
) dµ(x) dµ(y)

+O

 ∫∫
k|x−y|>1

(k|x− y|)−
3
2 dµ(x) dµ(y)


+O

 ∫∫
k|x−y|≤1

(k|x− y|)−
1
2 dµ(x) dµ(y)


= 2k−

1
2

∫∫
|x− y|−

1
2 cos(2πk|x− y| − 1

8
) dµ(x) dµ(y) +O

(∫∫
(k|x− y|)−α dµ(x) dµ(y)

)
Γεια κάθε α ∈

[
1
2
, 3
2

]
΄Αρα

ν̂(k) = |k|
1
2

∫ π

−π

∣∣µ̂ (keiθ)∣∣2 d θ +O
(
|k|

1
2
−αIα(µ)

)
Ο δεύτερος όρος είναι στον L2

{|k|>1}. Επειδή πάντα ν̂ ∈ L2[−1, 1] τελικά καταλήγουµε ότι ν̂(k) είναι L2

αν και µόνο αν το |k|
1
2
∫ π

−π

∣∣µ̂ (keiθ)∣∣2 d θ είναι L2. �

Πρόταση. ΄Εστω α > 1 τέτοιο ώστε, αν µ είναι µέτρο µε συµπαγή φορέα και πεπερασµένη α-διάστατη ενέργεια

να ισχύει ∫ π

−π

|µ̂(Reiθ)|2 dθ ≤ CµR
α−2

Τότε κάθε κάθε συµπαγές υποσύνολο του R2 µε διάσταση µεγαλύτερη του α έχει distance set ϑετικού µέτρου

Lebesque

Απόδειξη. ΄Εστω E συµπαγές υποσύνολο του R2 µε dimE > α. Από το (Ι) υπάρχει µέτρο µ µε φορέα το E

και Iα(µ) <∞. Από το (II) έχουµε∫ +∞

R=1

(∫ π

−π

∣∣µ̂ (Reiθ)∣∣2 d θ)2

RdR ≤ Cµ

∫ +∞

R=1

∫ π

−π

∣∣µ̂ (Reiθ)∣∣2Rα−2RdRd θ ≤ Cα,µIα(µ) ≤ +∞

Και χρησιµοποιώντας το λήµµα 1 προκύπτει ότι το ∆E ∪−∆E έχει ϑετικό µέτρο Lebesque και άρα το ίδιο

και το ∆E �
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Θεώρηµα. ΄Εστω α ∈ (0, 2). Τότε για κάθε ϵ > 0 υπάρχει µια σταθερά Cϵ τέτοια ώστε το παρακάτω να

είναι αληθές. Αν µ ένα ϑετικό µέτρο στον R2 µε φορέα που περιέχεται στο µοναδιαίο δίσκο και α - διάστατη

ενέργεια

Iα(µ)
def
=

∫∫
1

|x− y|α
dµ(x)dµ(y) = 1,

τότε για κάθε R ≥ 1 ∫ π

−π

∣∣µ̂ (Reiθ)∣∣2 dθ ≤ CϵR
−α

2
+ϵ.

Το ϑεώρηµα αυτό δίνει την Distance set conjecture για α > 4
3
. Πράγµατι για κάθε ϵ > 0 και α = 4

3
+ ϵ

έχουµε Rϵ−α
2 = Rα−2 το οποίο συνεπάγεται την ισχύ της εικασίας από την προηγούµενη πρόταση.

Για την απόδειξη του ϑεωρήµατος χρησιµοποιούνται πολλά στοιχειώδη γεωµετρικά επιχειρήµατα, καθώς

και ϐασικές ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier . Στην αρχή ϑα παρουσιάσουµε κάποιες προτάσεις

και λήµµατα που ϑα χρειαστούν στην πορεία, έπειτα ϑα αναπτύξουµε κάποιες τεχνικές λεπτοµέρειες και

ϑα ολοκληρώσουµε µε το κυρίως µέρος της απόδειξης. Στα παρακάτω όταν λέµε ότι δύο ορθογώνια έχουν

πλευρές παράλληλες, εννοούµε ότι οι µεγάλες τους πλευρές είναι παράλληλες και οι µικρές τους πλευρές

επίσης παράλληλες. Επίσης ο άξονας ενός ορθογωνίου ϑα είναι εκείνος που είναι παράλληλος στις µεγά-

λες πλευρές του. ΄Οταν λέµε γωνία δύο ορθογωνίων εννοούµε την γωνία των αξόνων τους. Αν ρ είναι ένα

ορθογώνιο τότε δυικό ορθογώνιο είναι κάθε ορθογώνιο που έχει άξονα κάθετο στον άξονα του ρ, µήκος ίσο

µε το αντίστροϕο του πλάτους του ρ και πλάτος αντίστροϕο του µήκους του ρ.

Πρόταση 1. ΄Εστω µια σταθερά C και µια οικογένεια A από ορθογώνια µε µήκος µεταξύ l και Cl και πλάτος

µεταξύ w και Cw για τα οποία ισχύει ότι αν R1, R2 ∈ A τότε R1 ⊂ CR2. Αν ο πληθάριθµος της A είναι

µεγαλύτερος από µια σταθερά που εξαρτάται µόνο από την C τότε υπάρχουν R,R′ ∈ A τέτοια ώστε R ⊂ 2R′.

Απόδειξη. Σταθεροποιούµε ένα ορθογώνιο R0 στην A και παίρνουµε το NR0 ορθογώνιο µε µήκος ≤

C2l και πλάτος ≤ C2w έτσι ώστε να περιέχει όλα τα υπόλοιπα ορθογώνια της A. ΄Επειτα για κά-

ϑε R ∈ A παίρνουµε το 1
N
R. Αν όλα τα 1

N
R είναι ξένα µεταξύ τους τότε (#A) lw

N2 ≤ C4lw. ΄Εστω

p = C
1
N . ∆ιαµερίζουµε το [l, Cl] στα διαστήµατα [l, pl], [pl, p2l], . . . , [pN−1l, pN l] και το [w,Cw] στα διαστή-

µατα [w, pw], [pw, p2w], . . . , [pN−1w, pNw]. Αν #A ≥ (N + 1)(N + 1)N2C4 τότε υπάρχουν δύο ορθογώνια

R1, R2 στην A έτσι ώστε τα 1
N
R1,

1
N
R2 να έχουν µη κενή τοµή, τα µήκη τους να ανήκουν στο ίδιο διάστηµα

[pk−1l, pkl] και τα πλάτη τους να ανήκουν στο ίδιο διάστηµα [pk−1w, pkw]. Αν l1, l2 είναι τα µήκη των R1, R2

και w1, w2 τα πλάτη τους, τότε l2 ≤ pl1 και w2 ≤ pw1. ΄Εστω ϕ η γωνία των R1, R2. Θα αποδείξουµε ότι εαν

ο N είναι µεγαλύτερος από µια σταθερά που εξαρτάται από το C, τότε R1 ⊆ 2R2.
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Από υπόθεση R2 ⊂ CR1 και άρα l2 sinϕ ≤ w1. Συνεπάγεται ότι

sinϕ ≤ C2w
l

Ορίζουµε T1 = 1
N
R1 και T2 = 1

N
R2. Για να ισχύει R2 ⊂ 2R1 αρκεί NT2 ⊂ 2NT1. Χωρίς ϐλάβη της

γενικότητας υποθέτουµε ότι το κέντρο του T1 είναι η αρχή των αξόνων. ΄Εστω A = (Ax, Ay) το κέντρο του

T2 και B = (Bx, By) ένα τυχαίο σηµείο του. Θέλουµε A + N(B − A) ∈ 2NT1 και ϐλέπουµε ότι αρκεί να

ισχύουν οι

ι) |Ax +N(Bx − Ax)| ≤ l1,

ιι) |Ay +N(By − Ay)| ≤ w1.

Για το ι) έχουµε :

Ax ≤ µήκος (T1)

2
+

διαγώνιος (T2)

2
=
l1 +

√
w2

2 + l22
2N

≤ l1 +
√
2l2

2N
≤ 1 +

√
2p

2N
l1

|Bx − Ax| ≤
διαγώνιος (T2)

2
=

√
w2

2 + l22
2N

≤
√
2

2

l2
N

≤ p√
2N

l1

΄Αρα, ισχύει το ι) αρκεί να ισχύει

1 +
√
2C

1
N

2N
+
C

1
N

√
2

≤ 1

το οποίο ισχύει αν το N είναι µεγαλύτερο από κάποια σταθερά που εξαρτάται µόνο απο την C.

Για το ιι), αν θ είναι η γωνία της διαγωνίου και του µεγάλου άξονα του R2, τότε

|Ay| ≤
πλάτος (T1)

2
+

διαγώνιος (T2)

2
sin(θ + ϕ) =

w1

2N
+

√
w2

2 + l22
2N

sin(θ + ϕ)

≤ w1

2N
+

√
2l2

2N
sinϕ+

√
2l2

2N
sin θ

≤ w1

2N
+

w2√
2N

+
π

2
√
2
C2 l2w

N2l

≤ w1

2N
+

w2

N
√
2
+

π

2
√
2
C3 w

N2
=

(
1

2N
+

πC3

2
√
2N2

)
w1 +

w2

N
√
2

≤
(

1

2N
+

πC3

2
√
2N2

)
w1 +

pw1

N
√
2

και οµοίως

|By − Ay| ≤
√
w2

2 + l22
2N

sin(ϕ+ θ) ≤ π

2
√
2

C3

N2
w1 +

pw1

N
√
2

Τελικά για να ισχύει το ιι) είναι αρκετό να ισχύει

w1

(
1

2N
+

πC3

2N2
√
2

)
+

pw1

N
√
2
+

π

2
√
2

C3

N
w1 +

pw1√
2
≤ w1
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ή απλούστερα

1

2N
+

πC3

2
√
2N2

+
C

1
N

N
√
2
+

πC3

2N
√
2
+
C

1
N

√
2

≤ 1

το οποίο είναι εϕικτό αν ο N είναι µεγαλύτερος από µια σταθερά που εξαρτάται από το C. �

Πρόταση 2. ΄Εστω ϵ και t µε ϵ < C και C µια σταθερά. Αν F είναι µια οικογένεια από ορθογώνια µε µήκη

ανάµεσα σε t και Ct και πλάτη ανάµεσα σε ϵt και 2ϵt και αν για κάθε T ∈ F και για κάθε ρ > 2ϵ κανένα

ορθογώνιο που έχει τον ίδιο άξονα και κέντρο µε το T και πλάτος ρt δεν περιέχει πάνω από mρ
ϵ

στοιχεία της

F , τότε ∥∥∥∥∥∑
T∈F

χT

∥∥∥∥∥
2

2

≤ Cm log 1
ϵ

∑
T∈F

|T |

Απόδειξη. ∆ιαµερίζουµε το διάστηµα [0, π
2
] σε τόξα [0, ϵ], [ϵ, 2ϵ], . . . ,

[
2N−1ϵ, π

2

]
µε 2N−1ϵ < π

2
≤ 2Nϵ και

σταθεροποιούµε ένα ορθογώνιο Ti ∈ F . Αν κάποιο ορθογώνιο Tj ∈ F τέµνει το Ti µε γωνία αξόνων ω τότε

η τοµή τους σχηµατίζει ένα παραλληλόγραµµο µε εµβαδόν

|Ti ∩ Tj| =
πλάτος (Ti)πλάτος (Tj)

sinω

Χρησιµοποιώντας ότι το πλάτος είναι µικρότερο από 2ϵt και ότι ω 2
π
≤ sinω ≤ ω :

|Ti ∩ Tj| ≤ C
ϵ2t2

ω
.

Ισχύει ότι :∥∥∥∥∥∑
T∈F

XT

∥∥∥∥∥
2

2

=

∫ ∑
Ti,Tj∈F

XTi
· XTj

=
∑

Ti,Tj∈F

∫
XTi∩Tj

=
∑

Ti,Tj∈F

|Ti ∩ Tj|

≤
∑
Ti∈F

(
N∑
k=1

C
ϵ2t2

ω
#
{
Tj : το Tj τέµνει το Ti σε γωνία ω : 2k−1ϵ ≤ ω ≤ 2kϵ

}
+

+ Cϵt2# {Tj : το Tj τέµνει το Ti σε γωνία ω : 0 ≤ ω ≤ ϵ}

)
Παρατηρούµε ότι N ≤ C log 1

ϵ
. Τέλος όλα τα ορθογώνια που τέµνουν ένα σταθεροποιηµένο Ti µε γωνία ω

ϐρίσκονται σε ένα ορθογώνιο µε το ίδιο κέντρο και άξονα µε το Ti και πλάτος ≤ 2ϵt+2Ctω = (2ϵ+2Cω)t,

οπότε σύµϕωνα µε την υπόθεση, το πλήθος τους είναι το πολύ m2ϵ+2Cω
ϵ

≤ Cmω
ϵ

. ΄Αρα

∥∥∥∥∥∑
T∈F

XT

∥∥∥∥∥
2

2

≤ C
∑
Ti∈F

C log 1
ϵ∑

k=1

ϵ2t2

ω
· mω
ϵ

+ ϵt2mϵ
ϵ


≤ Cm log

1

ϵ

∑
Ti∈F

ϵt2 ≤ Cm log
1

ϵ

∑
T∈F

|T | .
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Λήµµα 1. ΄Εστω C µια σταθερά αρκετά µεγάλη και Q ένα τετράγωνο στο επίπεδο µε πλευρά C. ΄Εστω F

µια οικογένεια ορθογωνίων µε πλάτος δ = R−1
2 , µήκος 1 και πληθάριθµο #F = δ−100 τα οποία περιέχονται

στο Q. Αν υποθέσουµε ότι δύο ορθογώνια της οικογένειας F τέµνονται σχηµατίζουν γωνία τουλάχιστον δ,

τότε µπορούµε να διαµερίσουµε την F σε το πολύ C
(
log 1

δ

)2
υποοικογένειες Fij έτσι ώστε για κάθε i και j να

υπάρχουν αριθµοί p = p(j) και θ = θ(i) ≥ δ και µια οικογένεια από ορθογώνια Gij = {τk} µε µήκος ανάµεσα

σε 1 και C και πλάτος ανάµεσα σε θ και 2θ έτσι ώστε να ισχύουν τα παρακάτω.

1. Αν T ∈ Fij τότε υπάρχει τk ∈ Gij µε T ⊆ τk

2. Αν T ∈ F τότε το T περιέχεται σε φραγµένο αριθµό από τk, τk ∈ Gij

3. Κάθε τk ∈ Gij περιέχει περίπου p θ
δ

ορθογώνια T από την οικογένεια F .

4. ∥
∑

τk∈Gij
χτk∥22 ≤ C log 1

δ

∑
τk∈Gij

|τk|

5. ∥
∑

T∈Fij
χT∥22 ≤ Cp log 1

δ

∑
T∈Fij

|T |

Απόδειξη. Για κάθε ορθογώνιο T ∈ F ορίζουµε ΠT να είναι εκείνο το ορθογώνιο µε το ίδιο κέντρο και

πλευρές παράλληλες στο T το οποίο να µεγιστοποιεί την ποσότητα

d(Π) = δ
#
(
{T ′ ∈ F : T ′ ⊆ Π}

)
|Π|

.

Από τον τρόπο κατασκευής του ΠT ισχύουν τα

Ι. Το ΠT περιέχει το T και το πολύ να περιέχει όλα τα στοιχεία της F που ϐρίσκονται στο τετράγωνο

Q πλευράς C. ΄Αρα 1 ≤ µήκος του ΠT ≤ 2
√
2C = C και δ ≤ πλάτος του ΠT ≤ 2

√
2C = C

ΙΙ. δ−1 ≤ d(ΠT ) ≤ δ#F
|T | = δ−100.

∆ιαµερίζουµε την F ως έξής. Αν το πλάτος του ΠT το πούµε θT τότε για κάποιο i ∈ Z και για κάποιο j ∈ Z

έχουµε 2−i−1 < θT ≤ 2−i και 2j < d(ΠT ) ≤ 2j+1. Ορίζουµε Fij :=
{
T ∈ F : θT ∈ (2−i−1, 2−i] και d(ΠT ) ∈

(2j, 2j+i]
}

, p = 2j και θ = C12
−i−1, όπου C1 µια σταθερά η οποία ϑα καθοριστεί αργότερα. Παρατηρούµε

ότι #i ≤ C log 1
δ
, #j ≤ C log 1

δ
οπότε (#i)(#j) ≤ C

(
log 1

δ

)2
Για κάθε i, j ϑεωρούµε ένα µεγιστικό υποσύνολο G∗

ij του Fij τέτοιο ώστε αν T1, T2 ∈ G∗
ij να συνεπάγεται ότι ΠT1 *

2ΠT2. Ορίζω Gij := {C1ΠT , T ∈ G∗
ij}

Για να δείξουµε το 1 ϑεωρούµε T ∈ Fij. Αν C1ΠT ∈ Gij τότε T ⊆ C1ΠT και έχουµε τελειώσει. Αν

C1ΠT /∈ Gij, υπάρχει κάποιο T1 µε C1ΠT1 ∈ Gij και ΠT ⊆ 2ΠT1 ή ΠT1 ⊆ 2ΠT . Αν ισχύει το πρώτο έχουµε

τελειώσει. Στην περίπτωση που ισχύει το δεύτερο, παρατηρούµε ότι τα ΠT1 , ΠT έχουν συγκρίσιµα πλάτη και
8



µήκη διότι τα πλάτη τους κυµαίνονται από C12
−i−1 έως C12

−i ενώ τα µήκη από 1 εώς C. Συµπεραίνουµε

ότι για κατάλληλα µεγάλη σταθερά C1 πετυχαίνουµε να ισχύει T ⊆ ΠT ⊆ C1ΠT1 .

Για το 2, έστω δύο τυχαία τk ∈ Gij που περιέχουν το ίδιο T ∈ F . Επειδή έχουν συγκρίσιµες διαστάσεις το

ένα περιέχεται σε κατάλληλη παραµόρϕωση του άλλου. Αν λάβουµε υπόψη ότι κανένα τk δεν περιέχεται στο

διπλάσιο κάποιου αλλου τότε από την Πρόταση 1, ο πληθάριθµος ενός τέτοιου συνόλου είναι φραγµένος.

Για το 3, έστω ένα τk = C1ΠT ∈ Gij και τα αντίστοιχα ΠT και T . Τότε εξ΄ ορισµού d(ΠT ) = δ#{T ′∈F :T ′⊆ΠT }
|ΠT |

οπότε

p = 2j ≤ δ
#{T ′ ∈ F : T ′ ⊆ ΠT}

θT
≤ δC1

#{T ′ ∈ F : T ′ ⊆ ΠT}
θ

και λαµβάνοντας υπόψη ότι ΠT ⊆ τk = C1ΠT ϐρίσκουµε ότι

#{T ′ ∈ F : T ′ ⊆ τk} & p
θ

δ

Από την άλλη, το ΠT µεγιστοποιεί την συνάρτηση d οπότε d(τk) = δ#{T ′∈F :T ′⊆τk}
|τk|

≤ d (ΠT ) ≤ 2p.

΄Αρα

#{T ′ ∈ F : T ′ ⊆ τk} . p
|τk|
δ

. p
θ

δ
.

΄Εστω ένα τk = C1ΠT ∈ Gij και R ένα ορθογώνιο µε πλευρές παράλληλες στο τk, ίδιο κέντρο, φραγµένο

µήκος και πλάτος ρ. Αν το R περιέχει n τk ∈ Gij τότε από τις 2 και 3 ϑα περιέχει τουλάχιστον Cnp θ
δ

ορθογώνια T από την F . Από την µεγιστική ιδιότητα του ΠT , ισχύει ότι d(R) ≤ d(ΠT ) οπότε δ
np

θ
δ

ρ
. δ

p
θ
δ
θ

και άρα

n ≤ C
ρ

θ

Εϕαρµόζουµε την Πρόταση 2 στην οικογένεια Gij µε m = C, t = 1 , ϵ = θ και αποδεικνύουµε το 4.

΄Εστω T ∈ Fij και Π ορθογώνιο µε ίδιο άξονα και κέντρο µε το T και πλάτος ρ. ΄Εστω ότι το Π περιέχει n

στοιχεία της F . Επειδή όλα τα στοιχεία της F , είναι µέσα στο τετράγωνο Q, µπορούµε να υποθέσουµε ότι

µήκος(Π) ≤ C. Τότε d(Π) ≤ d(ΠT ), οπότε δ n
|Π| ≤ p και άρα

n ≤ p
|Π|
δ

≤ Cpρ

δ
.

Εϕαρµόζουµε την πρόταση 2 µε m = Cp, t = 1, ϵ = δ και αποδεικνύουµε το 5 �

Για κάθε ορθογώνιο T στον R2 ορίζουµε ΓT ως τον αϕινικό µετασχηµατισµό που στέλνει το T στο

µοναδιαίο τετράγωνο. Αν επιπλέον ϕ(k)(x) = min{∥x∥−k, 1}, όπου k φυσικός, τότε ορίζουµε ϕ(k)
T = ϕ(k)◦ΓT .

Με τον συµβολισµό του Λήµµατος 1, διαιρούµε τον µοναδιαίο κύκλο σε τόξα β που το καθένα έχει µήκος

περίπου δ = R− 1
2 καθώς και σε τόξα Θ µε µήκος περίπου θ, έτσι ώστε κάθε τόξο β να περιέχεται σε κάποιο

9



τόξο Θ. Για κάθε Fij, Gij του Λήµµατος 1 ϑεωρούµε τις αντίστοιχες συναρτήσεις

ψ
(k)
β =

∑
T∈Fij ,

γωνία του T
περιέχεται στο β

ϕ
(k)
T ,

ψ
(k)
Θ =

∑
τ∈Gij ,

γωνία του τ
περιέχεται στο Θ

ϕ(k)
τ .

Οι ψ(k)
β και ψ(k)

Θ αντιστοιχούν σε συγκεκριµένο Ϲευγάρι Fij, Gij.

Λήµµα 2. ΄Εστω φυσικός k ≥ 2 και Ϲεύγος Fij, Gij. Για τις συναρτήσεις ψ(k)
β , ψ

(k)
Θ ισχύουν∥∥∥∥∥∑β ψ

(k)
β

∥∥∥∥∥
2

2

≤ C(k)p logR
∑

T∈Fij

|T |,

∥∥∥∥∑
Θ

ψ
(k)
Θ

∥∥∥∥2
2

≤ C(k) logR
∑

τ∈Gij

|τ |.

Απόδειξη. Για κάθε A ≥ 1 και κάθε T στην Fij και τ στην Gij, τα ορθογώνια AT και Aτ έχουν πλάτη από

Aδ έως 2Aδ και από CAθ έως 2CAθ αντίστοιχα και µήκη από CA µέχρι C ′A. ΄Εστω T ∈ Fij. Από την

απόδειξη του 5 του λήµµατος 1 γνωρίζουµε ότι κάθε ορθογώνιο Π µε ίδιο άξονα και κέντρο µε το T και

πλάτος ρ περιέχει λιγότερα από Cpρ
δ

ορθογώνια T ′, όπου T ′ ∈ F . Με ένα απλό γεωµετρικό επιχείρηµα είναι

φανερό ότι κάθε ορθογώνιο Π µε ίδιο άξονα και κέντρο µε το AT και πλάτος Aρ περιέχει λιγότερο από CpAρ
δ

ορθογώνια AT ′, όπου T ′ ∈ F . Εϕαρµόζοντας την Πρόταση 2 µε m = CpA, t = CA, ϵ = δ ϐρίσκουµε ότι∥∥∥∥∥∥
∑
T∈Fij

χAT

∥∥∥∥∥∥
2

2

≤ CAp log
1

δ

∑
T∈Fij

|AT | = CA3p log
1

δ

∑
T∈Fij

|T |.

Οµοίως ∥∥∥∥∥∥
∑
τ∈Gij

χAτ

∥∥∥∥∥∥
2

2

. A3 logR
∑
T∈Fij

|T |.

Θεωρούµε την ϐοηθητική συνάρτηση BT =
∑+∞

m=0 2
−kmχ2mT . Θα δείξουµε ότι ϕ(k)

T . BT . Αρκεί να

δείχθεί ότι ϕ(k)
T ◦ Γ−1

T . BT ◦ Γ−1
T , όπου ο Γ−1

T είναι ο αϕινικος µετασχηµατισµός που στέλνει το Q στο T .

Με άλλα λόγια ϑα δουλέψουµε µε το Q στην ϑέση του T .
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΄Εστω x ∈ R2. Τότε υπάρχει k ∈ Z τέτοιο ώστε 2−km ≥ ϕ(k)(x) ≥ 2−(m−1)k και άρα αν ∥x∥ ∈ [2m, 2m+1],

τότε ϕ(k)(x) ≤ 2−kmχ2m+1Q(x) = 2k2(−m−1)kχ2m+1Q(x). Τέλος για όλα τα x ∈ R2

ϕ(k)(x) ≤ 2k
+∞∑
m=0

2−kmχ2mQ(x).

΄Αρα

ϕ
(k)
T ≤ 2kBT .

Τελικά έχουµε

∥∥∥∥∥∑
β

ψ
(k)
β

∥∥∥∥∥
2

2

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
∑
β

∑
T∈Fij ,

γωνία του T
περιέχεται στο β

ϕ
(k)
T

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

2

≤ 4k

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
∑
β

∑
T∈Fij ,

γωνία του T
περιέχεται στο β

+∞∑
m=0

2−kmχ2mT

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

2

= 4k

∥∥∥∥∥∥
∑
T∈Fij

+∞∑
m=0

2−kmχ2mT

∥∥∥∥∥∥
2

2

= 4k

∥∥∥∥∥∥
+∞∑
m=0

∑
T∈Fij

2−kmχ2mT

∥∥∥∥∥∥
2

2

Minkowski
≤ 4k

+∞∑
m=0

2−km

∥∥∥∥∥∥
∑
T∈Fij

χ2mT

∥∥∥∥∥∥
2

2

≤ 4k

+∞∑
m=0

2−km

23mp logR
∑
T∈Fij

|T |

 1
2


2

= 4kp logR
∑
T∈Fij

|T |

(
+∞∑
m=0

2−km2
3
2
m

)2

= C(k)p logR
∑
T∈Fij

|T |

Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται και η δεύτερη ανισότητα

�

΄Εστω AR ο δακτύλιος AR = {ξ : R − 1 ≤ ∥ξ∥ ≤ R + 1} και έστω µια διαµέρίση του σε ξένα τµήµατα

δακτυλίου β µε κυκλικό µήκος περίπου δ = 1√
R

, δηλαδή κάθε ένα από αυτά τα β είναι της µορϕής

{
ξ : ∥ξ∥ ∈ [R− 1, R + 1],

ξ

∥ξ∥
∈ γ

}
µε γ να είναι τόξο του µοναδιαίου κύκλου µε µήκος περίπου 1√

R
. ΄Επειτα ϑεωρούµε την διόγκωση του κατά

C και την συµβολίζουµε µε Cβ δηλαδή κάθε Cβ είναι της µορϕής

Cβ =

{
ξ : ∥ξ∥ ∈ [R− C,R + C],

ξ

∥ξ∥
∈ γ′

}
11



όπου γ′ = Cγ αν Cµήκος(γ) ≤ 2π ή γ′ = 2π αλλιώς. ΄Εστω f µια συνάρτηση µε την ιδιότητα f =
∑

β fβ

όπου όλες οι fβ έχουν φορέα το Cβ και έστω Gβ = f̂β. ΄Εστω Θ µια άλλη διαµέριση του δακτυλίου AR σε

τµήµατα δακτυλίου τέτοια ώστε κάθε β να περιέχεται σε ένα Θ. Ορίζουµε

Sf =

(∑
β

|Gβ|2
)1

2

και Sθf =

∑
Θ

∣∣∣∣∣∑
β⊆Θ

Gβ

∣∣∣∣∣
2


1
2

.

Λήµµα 3. ∥Sθf∥4 ≤ C∥Sf∥4

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι η ανισότητα έχει αποδειχθεί όταν η f έχει φορέα σε ένα ¨περίπου¨ ογδοηµόριο

του κύκλου. Τότε ορίζουµε τις

f
(i)
β =

 fβ αν το β περιέχεται στο i ογδοηµόριο

0 αλλιώς.

Ορίζουµε επίσης

f (i) =
∑
β

f
(i)
β

Παρατηρούµε ότι fβ =
∑

i f
(i)
β και f =

∑
i f

(i). Τότε

Sθf = Sθ

(∑
i

f (i)

)
=

∑
Θ

∣∣∣∣∣∑
β⊆Θ

∑
i

G
(i)
β

∣∣∣∣∣
2


1
2

=

∑
Θ

∣∣∣∣∣∑
i

∑
β⊆Θ

G
(i)
β

∣∣∣∣∣
2


1
2

Minkoswki
≤

∑
i

∑
Θ

∣∣∣∣∣∑
β⊆Θ

G
(i)
β

∣∣∣∣∣
2


1
2

=
∑
i

Sθf
(i)

Από τριγωνική ανισότητα :

∥Sθf∥4 ≤
∑
i

∥Sθf
(i)∥4 ≤ C

∑
i

∥Sf (i)∥4 =
∑
i

∫ (∑
β

|G(i)
β |2
)2


1
4

Hölder

.

∫ ∑
i

(∑
β

|G(i)
β |2
)2


1
4

≤

∫ (∑
i

∑
β

|G(i)
β |2
)2


1
4

12



Θέτουµε hij =
∑

β f
(i)
β ∗ f̃ (j)

β και h =
∑

β fβ ∗ f̃β. Παρατηρούµε ότι hij = 0 αν i ̸= j Τότε

∑
β

|G(i)
β |2 =

∑
β

f̂
(i)
β f̂

(i)
β =

(∑
β

f
(i)
β ∗ f̃ (i)

β

)̂
= ĥii

και

∑
β

|Gβ|2 =
∑
β

f̂β f̂β =

(∑
β

fβ ∗ f̃β

)̂
= ĥ

΄Αρα

∥Sθf∥4 =

∫ ∣∣∣∣∣∑
i

ĥii

∣∣∣∣∣
2


1
4

Plancherel
=

∫ ∣∣∣∣∣∑
i

hii

∣∣∣∣∣
2


1
4

=

∫ ∣∣∣∣∣∑
i,j

hi,j

∣∣∣∣∣
2


1
4

=

(∫
|h|2
)1

4 Plancherel
=

(∫ ∣∣∣ĥ∣∣∣2)1
4

΄Αρα, µπορούµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας να υποθέσουµε ότι η f έχει φορέα το πρώτο ογδοηµόριο.

∥Sθf∥44 =

∥∥∥∥∥∥
∑
Θ

∣∣∣∣∣∑
β⊆Θ

Gβ

∣∣∣∣∣
2
∥∥∥∥∥∥
2

2

Plancherel
=

∥∥∥∥∥∑
Θ

∑
β,β1⊆Θ

Ĝβ ∗
˜̂
Gβ1

∥∥∥∥∥
2

2

=
∑
Θ1,Θ2

∑
β,β1⊆Θ1

∑
β2,β3⊆Θ2

Ĝβ ∗
˜̂
Gβ1 ∗ Ĝβ2 ∗

˜̂
Gβ3(0)

=
∑
Θ1,Θ2

∑
β,β1⊆Θ1

∑
β2,β3⊆Θ2

(
Ĝβ ∗ Ĝβ2

)
∗
(˜̂
Gβ1 ∗

˜̂
Gβ3

)
(0)

=
∑
Θ1,Θ2

∫ ∑
β⊆Θ1
β2⊆Θ2

∑
β1⊆Θ1
β3⊆Θ2

(
Ĝβ ∗ Ĝβ2

)(
Ĝβ1 ∗ Ĝβ3

)
=
∑
Θ1,Θ2

∫ ∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
β⊆Θ1
β2⊆Θ2

Ĝβ ∗ Ĝβ2

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

.
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΄Οµως Ĝβ =
̂̂
fβ = f̃β και η κάθε fβ έχει φορέα το Cβ, οπότε κάθε fβi

∗ fβj
έχει φορέα το Cβi + Cβj. Τώρα

κάθε x ∈ R2 ϐρίσκεται σε ένα φραγµένο πλήθος από τέτοια σύνολα. Αν k = k(C) το πλήθος αυτό τότε

∑
Θ1,Θ2

∫ ∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
β⊆Θ1
β2⊆Θ2

Ĝβ ∗ Ĝβ2

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

Hölder

≤ k
∑
Θ1,Θ2

∑
β⊆Θ1
β2⊆Θ2

∫ ∣∣∣Ĝβ ∗ Ĝβ2

∣∣∣2
Plancherel

= k
∑
Θ1,Θ2

∑
β⊆Θ1
β2⊆Θ2

∫
|GβGβ2 |

2 .

Τέλος

∥Sθf∥44 .
∑
Θ1,Θ2

∑
β⊆Θ1
β2⊆Θ2

∫
|GβGβ2 |

2 = ∥Sf∥44

�

Το παρακάτω λήµµα είναι µια ειδική µορϕή της αρχής της αβεβαιότητας

Λήµµα 4. ΄Εστω ϕ = ϕ(M) = min{1, ∥x∥−M} και έστω G µια συνάρτηση της οποίας ο µετασχηµατισµός

Fourier Ĝ έχει φορέα σε ένα ορθογώνιο ρ. Τότε για κάθε ορθογώνιο σ, δυϊκό του ρ, ισχύει∥∥∥∥ Gϕσ

∥∥∥∥2
∞

≤ CM |ρ|
∥∥∥∥ Gϕ2

σ

∥∥∥∥2
2

,

όπου ϕσ = ϕ ◦ Γσ και Γσ ο αϕινικός µετασχηµατισµός που στέλνει το σ στο µοναδιαίο τετράγωνο Q.

Απόδειξη.

Θα κάνουµε πρώτα την απόδειξη για σ = ρ = Q. ΄Εστω k µια συνάρτηση Schwarz τέτοια ώστε k̂(x) = 1

όταν x ∈ Q. Τότε k̂ ∗G = k̂Ĝ = Ĝ διότι εκεί που η Ĝ δεν είναι µηδέν η k̂ είναι 1. Συνεπάγεται k ∗G = G

για σχεδόν κάθε x ∈ R2. Τότε∥∥∥∥Gϕ
∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥∫ max
{
1, ∥x∥M

}
k(x− y)min

{
1, ∥y∥−2M

} G
ϕ2

(y) dy

∥∥∥∥
∞

Παρατηρούµε ότι

max
{
1, ∥x∥M

}
|k(x− y)|min

{
1, ∥y∥−2M

}
≤ CM(1 + ∥x∥)M(1 + ∥y∥)−2M |k(x− y)|

≤ CM(1 + ∥x− y∥)M(1 + ∥y∥)−M |k(x− y)|

≤ CM(1 + ∥y∥)−M .

΄Αρα ∥∥∥∥Gϕ
∥∥∥∥
∞

≤ CM

∫
(1 + ∥y∥)−M

∣∣∣∣Gϕ2
(y)

∣∣∣∣ dy ≤ CM

∥∥∥∥Gϕ2

∥∥∥∥
2
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Θα περάσουµε στην γενική περίπτωση τώρα. ΄Εστω ένα ορθογώνιο ρ µε κέντρο κ και ένα δυϊκό σ µε κέντρο

λ. Αν T είναι ο γραµµικός µετασχηµατισµός που στέλνει το Q στο ρ − κ τότε T−t είναι ο γραµµικός

µετασχηµατισµός που στέλνει το Q στο σ − λ. ΄Εστω Ĝ µε φορέα το ρ. Τότε∥∥∥∥ Gϕσ

∥∥∥∥
∞

= | detT |

∥∥∥∥∥ | detT |−1e−2πiκT−tξG(T−tξ + λ)

ϕσ(T−tξ + λ)

∥∥∥∥∥
∞

.

΄Οµως (
| detT |−1e−2πiκT−tξG(T−tξ + λ)

)̂
=

∫
| detT |−1e−2πix·ξe−2πiκT−tξG(T−tξ + λ) dξ

=

∫
|detT |−1e−2πi(xT tT−tξ+κT−tξ)G(T−tξ + λ) dξ

=

∫
| detT |−1e−2πi(Tx+κ)T−tξG(T−tξ + λ) dξ

=

∫
e−2πi(Tx+κ)ξG(ξ + λ) dξ = e2πi(Tx+κ)λĜ(Tx+ κ)

Επειδή ϕσ(T
−tx+ λ) = ϕ(x) και η | detT |−1e−2πiκT−txG(T−tx+ λ) έχει µετασχηµατισµό Fourier ο οποίος

έχει φορέα το Q, από την ειδική περίπτωση συνεπάγεται∥∥∥∥ Gϕσ

∥∥∥∥
∞

=| detT |

∥∥∥∥∥ | detT |−1e−2πiκT−txG(T−tx+ λ)

ϕσ(T−tx+ λ)

∥∥∥∥∥
∞

CM |ρ|

∥∥∥∥∥ | detT |−1e−2πiκT−txG(T−tx+ λ)

ϕσ
2(T−tx+ λ)

∥∥∥∥∥
2

≤ CM |ρ|
1
2

∥∥∥∥ Gϕσ
2

∥∥∥∥
2

�

Λήµµα 5. ΄Εστω µ ένα µέτρο του οποίου ο φορέας περιέχεται στον µοναδιαίο δίσκο και µε α-διαστατη ενέργεια

Iα(µ) = 1. Τότε για κάθε R ≥ 2 µπορούµε να διαµερίσουµε το µ σε ένα άθροισµα µέτρων µj µε πλήθος

≤ C logR για τα οποία ισχύει :

µj

(
R2
)
sup
x

sup
r≥R−1

µj

(
D(x, r)

)
rα

. 1.

Απόδειξη. Για κάθε x ∈ D(0; 1) έχουµε ότι D(0; 1) ⊆ D(x; 2) και άρα

sup
r≥R−1

µ
(
D(x; r)

)
rα

≥
µ
(
D(x; 2)

)
2a

≥
µ
(
D(0; 1)

)
2α

=
1

2α
µ
(
R2
)
.

Από την άλλη µεριά

sup
r≥R−1

µ
(
D(x; r)

)
rα

≤
µ
(
R2
)

R−α
= µ

(
R2
)
Rα

15



Θεωρούµε τα σύνολα

Ej =

{
x : sup

r≥R−1

µ
(
D(x, r)

)
rα

∈
[
2j−1µ

(
R2
)
, 2jµ

(
R2
))}

Ορίζουµε µj να είναι ο περιορισµός του µ στο Ej και παρατηρούµε ότι το πλήθος των j για τα οποία το Ej

δεν είναι κενό είναι C logR. Ισχύει ότι

sup
x∈R2

sup
r≥R−1

µj

(
D(x, r)

)
rα

. 2jµ
(
R2
)
.

Πράγµατι αν x ∈ Ej είναι προϕανές ότι

sup
r≥R−1

µj

(
D(x, r)

)
rα

≤ 2jµ
(
R2
)
.

Αν x /∈ Ej, τότε µπορούµε να υποθέσουµε ότι D(x, r) ∩ Ej ̸= ∅. Για y ∈ D(x, r) ∩ Ej ισχύει ότι D(x, r) ⊆

D(y, 2r) οπότε για r ≥ R−1

µj (D(x, r))

rα
≤ 2a

µj (D(y, 2r))

(2r)α
≤ 2a sup

y∈Ej

sup
r≥R−1

µj (D(y, r))

rα
≤ 2α2jµ

(
R2
)

και το Ϲητούµενο έπεται για κάθε x ∈ R2. ΄Αρα για να αποδείξουµε το λήµµα µένει να δείξουµε ότι για

κάθε j, µj (R2) = µ(Ej) . (2jµ (R2))
−1. Για κάθε j ισχύει ότι το Ej είναι φραγµένο υποσύνολο του

R2 και κάθε σηµείο του είναι κέντρο κάποιου δίσκου D(x, r) έτσι ώστε µ
(
D(x, r)

)
≥ 2j−1µ

(
R2
)
rα. Από

το λήµµα κάλυψης του Besicovitch υπάρχει µια το πολύ αριθµισιµη οικογένεια από τέτοιους δίσκους,

Dn = Dn(x, r), που καλύπτουν όλο το Ej και κάθε στοιχείο του Rn ϐρίσκεται σε έναν φραγµένο αριθµό C

από αυτούς τους δίσκους. Για κάθε n έχουµε∫
Dn×Dn

dµ(x)dµ(y)

|x− y|α
≥
∫
Dn×Dn

dµ(x)dµ(y)

(2r)α
=

1

(2r)α
· µ(Dn) · µ(Dn) & µ(Dn)2

jµ
(
R2
)
.

Τελικά έχουµε

2jµ
(
R2
)
µ (Ej) ≤ 2jµ

(
R2
)∑

n

µ(Dn) .
∑
n

∫
Dn×Dn

dµ(x)dµ(y)

|x− y|α
=

∫
R2

∑
n

χDn×Dn

dµ(x)dµ(y)

|x− y|α

≤ C

∫
R2

dµ(x)dµ(y)

|x− y|α
= CIα(µ)

. �

Λήµµα 6. Υποθέτουµε ότι για µέτρο µ µε φορέα τον µοναδιαίο δίσκο ισχύει

1

R

∫
AR

|µ̂ (x)|2 dx . Bµ
(
R2
)
R−α

2
+ϵ

για κάθε R ≥ 1.
16



Τότε ισχύει ότι ∫ π

−π

∣∣µ̂(Reiθ)∣∣2 dθ ≤ CBµ
(
R2
)
R−α

2
+ϵ

Απόδειξη. ΄Εστω συνάρτηση Schwarz k ίση µε ένα στον φορέα του µ (τον µοναδιαίο δίσκο).Επειδή µ̂ = k̂ ∗ µ̂

ισχύει ότι

∫ π

−π

∣∣µ̂ (Reiθ)∣∣2 dθ = ∫ π

−π

∣∣∣k̂ ∗ µ̂ (Reiθ)∣∣∣2 dθ ≤ ∫ π

−π

(∫
R2

∣∣∣k̂ (Reiθ − y
)
µ̂(y)

∣∣∣ dy)2

dθ

=

∫ π

−π

(∫
R2

∣∣∣k̂ (Reiθ − y
)∣∣∣12 |µ̂(y)| ∣∣∣k̂ (Reiθ − y

)∣∣∣12 dy)2

dθ

Hölder
≤

∫ π

−π

∫
R2

|µ̂(y)|2
∣∣∣k̂ (Reiθ − y

)∣∣∣ dy ∫
R2

∣∣∣k̂ (Reiθ − y
)∣∣∣ dy dθ

η k̂ είναι Schwarz
≤ C

∫
R2

∫ π

−π

|µ̂(y)|2 dy
∣∣∣k̂ (Reiθ − y

)∣∣∣ dy dθ.
Αϕού η k είναι Schwarz ,

∫ π

−π

∣∣∣k̂ (Reiθ − y
)∣∣∣ dθ ≤ C

∫ π

−π

dθ

(1 + |Reiθ − y|)102

≤ C

R

∫ π

−π

Rdθ

(1 + |Reiθ − y|)2
· 1

(1 + |R− |y||)100

≤ CR−1 (1 + |R− |y||)−100 .

΄Αρα ∫ π

−π

∣∣µ̂ (Reiθ)∣∣2 dθ ≤ C

∫
R2

R−1(1 + |R− |y||)−100|µ̂(y)|2 dy

Από εκεί και πέρα έχουµε

∫
R2

R−1(1 + |R− |y||)−100|µ̂(y)|2 dy ≤ 1

R

+∞∑
m=[−R

2 ]

∫
R+2m−1≤|y|≤R+2m+1

1

(1 + |R− |y||)100
|µ̂(y)|2 dy

≤ 1

R

+∞∑
m=[−R

2 ]

1

(1 + |m|)100

∫
R+2m−1≤|y|≤R+2m+1

|µ̂(y)|2 dy

≤ Bµ
(
R2
) 1

R

+∞∑
m=[−R

2 ]

R + 2m

(1 + |m|)100
(R + 2m)−

α
2
+ϵ

17



Επιπλέων,
+∞∑

m=[−R
2 ]

(R + 2m)1−
α
2
+ϵ

(1 + |m|)100
≤ C

[R2 ]∑
m=[−R

2 ]

R1−α
2
+ϵ

(1 + |m|)100
+

+∞∑
m=[R2 ]

m1−α
2
+ϵ

m100

= CR1−α
2
+ϵ

[R2 ]∑
m=0

1

(1 +m)100
+

+∞∑
m=[R2 ]

1

m99+α
2
−ϵ

≤ CR1−α
2
+ϵ + C

1

R98+α
2
−ϵ

≤ CR1−α
2
+ϵ

Τελικά ∫ π

−π

∣∣µ̂ (Reiθ)∣∣2 dθ ≤ Bµ
(
R2
)
R−α

2
+ϵ

�

Σταθεροποιούµε µια συνάρτηση f µε φορέα στον δακτύλιο AR = {ξ : R − 1 ≤ |ξ| ≤ R + 1} και µε

∥f∥L2 = 1. Θέτουµε G = f̂(−x).

Θεωρούµε ϑετική συνάρτηση Schwarz h και από αυτήν ορίζουµε την Schwarz συνάρτηση

H(x) =
h(x)∑

k∈Z2 h(x+ k)

για την οποία ισχύει∑
m∈Z2

H(x+m) =
∑
m∈Z2

h(x+ k)∑
k∈Z2 h(x+ k +m)

=

∑
m∈Z2 h(x+m)∑
k∈Z2 h(x+ k)

= 1.

Θεωρούµε και µια ϑετική συνάρτηση Schwarz g µε ĝ να έχει φορέα στο Q και
∫
g = 1 και ορίζουµε την

b = H ∗ g. Τότε η b̂ = Ĥĝ έχει φορέα στο Q και∑
m∈Z2

b(x+m) =
∑
m∈Z2

∫
H(x+m− y)g(y) dy =

∫ ∑
m∈Z2

H(x+m− y)g(y) dy =

∫
g(y) dy = 1

Οπότε, αν πλακοστρώσουµε το R2 µε ορθογώνια ρ∗ δυϊκά σε δοσµένο ορθογώνιο ρ ισχύει
∑

ρ∗ bρ∗ = 1.

΄Επειτα διαµερίζουµε τον δακτύλιο AR σε ξένα ανά δύο κυκλικά ορθογώνια β µε γωνιακό µήκος περίπου

R−1
2 τα οποία περιέχονται σε (κανονικά) ορθογώνια ρβ µε διαστάσεις C και CR

1
2 . Θέτουµε G =

∑
ρGρ

µε Gρ = ̂(
χβf

)
(−x). Για κάθε ρ = ρβ και για όλα τα ρ∗ που είναι δυικά του ρ και πλακοστρώνουν το R2

ορίζουµε Gρ∗
ρ = bρ∗Gρ. Επιπλέον για το κάθε ρ το b̂ρ∗ ϑα έχει φορέα το ρ που αντιστοιχεί στο εν λόγω β.

Αυτό σε συνδυασµό µε το Λήµµα 4 µας δίνει :

∑
ρ

∑
ρ∗

∥∥∥∥∥Gρ∗
ρ

ϕρ∗

∥∥∥∥∥
2

∞

=
∑
ρ

∑
ρ∗

∥∥∥∥Gρbρ∗

ϕρ∗

∥∥∥∥2
∞

.
∑
ρ

∑
ρ∗

|ρ|
∥∥∥∥Gρbρ∗

ϕ2
ρ∗

∥∥∥∥2
2

. R
1
2

∑
ρ

∑
ρ∗

∥∥∥∥Gρbρ∗

ϕ2
ρ∗

∥∥∥∥2
2

18



Επειδή η b είναι Schwarz και η 1
ϕ2 έχει πολυωνυµική αύξηση ∥x∥2M ισχύει

∣∣∣ b
ϕ2

∣∣∣ ≤ CM . ΄Αρα για κάθε ρ∗

ισχύει ∣∣∣∣ bρ∗ϕ∗
ρ
2

∣∣∣∣ ≤ CM .

΄Αρα ∑
ρ∗

∥∥∥∥ bρ∗ϕ2
ρ∗
Gρ

∥∥∥∥2
2

=

∫
R2

∑
ρ∗

∣∣∣∣ bρ∗ϕ2
ρ∗
Gρ

∣∣∣∣2 = ∫
R2

|Gρ|2
∑
ρ∗

∣∣∣∣ bρ∗ϕ2
ρ∗

∣∣∣∣2 ≤ CM

∫
R2

|Gρ|2
∑
ρ∗

bρ∗ = CM∥Gρ∥22.

Τελικά ∑
ρ

∑
ρ∗

∥∥∥∥∥Gρ∗
ρ

ϕρ∗

∥∥∥∥∥
2

∞

≤ CMR
1
2

∑
ρ

∥Gρ∥22 = CMR
1
2

∑
ρ

∥Ĝρ∥22 = CMR
1
2∥χβf∥22 ≤ CMR

1
2

Συνοψίζοντας, δείξαµε ότι

(1)
∑
ρ

∑
ρ∗

∥∥∥∥∥Gρ∗
ρ

ϕρ∗

∥∥∥∥∥
2

∞

≤ CMR
1
2

Από την υπόθεση B = supx supr≥R−1
µ(D(x;r))

rα
προκύπτει αµέσως οτί µ (R2) ≤ CB

Αν
∣∣∫ Gdµ∣∣ ≤ µ (R2)R−10, τότε για κάθε f µε φορέα στον AR και ∥f∥L2 = 1 συνεπάγεται∣∣∣∣∫

AR

µ̂(x)f(−x) dx
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ Gdµ

∣∣∣∣ ≤ µ
(
R2
)
R−10.

΄Αρα ∫
AR

|µ̂(x)|2 dx ≤ µ
(
R2
)2
R−20 ≤ Bµ

(
R2
)
R−20

και
1

R

∫
AR

|µ̂(x)|2 dx ≤ Bµ
(
R2
)
R−α

2
+ϵ.

΄Αρα µπορούµε να υποθέσουµε ότι

µ
(
R2
)
R−10 ≤

∣∣∣∣∫ Gdµ

∣∣∣∣ .
Ακόµα από την (;;) ϐλέπουµε ότι

G =
∑
ρ

∑
ρ∗

Gρ∗

ρ =
∑

ρ,ρ∗: ∥ϕ−1
ρ∗ Gρ∗

ρ ∥∞≤CMR
1
4

Gρ∗

ρ .

Τώρα έχουµε ∣∣∣∣∣∣∣
∫ ∑

ρ,ρ∗: ∥Gρ∗
ρ ϕ−1

ρ∗ ∥∞
≤R−100

Gρ∗

ρ dµ

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
∫ ∑

ρ,ρ∗: ∥Gρ∗
ρ ϕ−1

ρ∗ ∥∞
≤R−100

ϕρ∗ϕ
−1
ρ∗ G

ρ∗

ρ dµ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∥ϕ−1

ρ∗ G
ρ∗

ρ ∥∞
∫ ∑

ρ,ρ∗: ∥Gρ∗
ρ ϕ−1

ρ∗ ∥∞
≤R−100

ϕρ∗ dµ ≤ µ
(
R2
)
R−50
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΄Αρα

∣∣∣∣∣∣∣
∫ ∑

ρ,ρ∗: R−100 ≤∥ϕ−1
ρ∗ Gρ∗

ρ ∥∞ ≤CMR
1
4

Gρ∗

ρ dµ

∣∣∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∫ Gdµ

∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣∣
∫ ∑

ρ,ρ∗: ∥ϕ−1
ρ∗ Gρ∗

ρ ∥∞ ≤R−100

Gρ∗

ρ dµ

∣∣∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∫ Gdµ

∣∣∣∣− µ
(
R2
)
R−50 ≥

∣∣∣∣∫ Gdµ

∣∣∣∣− ∣∣∣∣∫ Gdµ

∣∣∣∣R−40 ≥ C

∣∣∣∣∫ Gdµ

∣∣∣∣
Με τον συνήθη τρόπο, χωρίζουµε τα ρ∗ σε N ≤ C logR το πλήθος οικογένειες Fi διαµερίζοντας το

[R−100, CR
1
4 ] σε δυαδικά διαστήµατα

Fi = {ρ∗ : 2i−1R−100 ≤ ∥ϕ−1
ρ∗ G

ρ∗

ρ ∥∞ ≤ 2iR−100}

Εποµένως,

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

∫ ∑
ρ,ρ∗∈Fi

Gρ
ρ∗

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
∫ ∑

ρ,ρ∗: R−100 ≤∥ϕ−1
ρ∗ Gρ∗

ρ ∥∞ ≤CMR
1
4

Gρ∗

ρ dµ

∣∣∣∣∣∣∣ ≥ C

∣∣∣∣∫ Gdµ

∣∣∣∣
΄Αρα υπάρχει ένα i τέτοιο ώστε

∣∣∣∣∣
∫ ∑

ρ,ρ∗:ρ∗∈Fi

Gρ∗

ρ dµ

∣∣∣∣∣ ≥ C
1

N

∣∣∣∣∫ Gdµ

∣∣∣∣ ≥ C

logR

∣∣∣∣∫ Gdµ

∣∣∣∣
Θεωρούµε ένα ϵ > 0 Τώρα ϑα περιορίσουµε και άλλο τα ρ∗ αντικαθιστώντας την Fi µε µια υποοικογένεια

F1 (που εξαρτάται από το ϵ) της οποίας όλα τα στοιχεία ϑα ϐρίσκονται σε ένα σταθεροποιηµένο τετράγωνο

µε πλευρά 10, µε το κόστος ότι το 1
logR

ϑα γίνει R− ϵ
2 . Πράγµατι αν το R είναι αρκετά µεγάλο τότε το

τετράγωνο αυτό ϑα ϐρίσκεται µέσα στο δίσκο µε κέντρο το µηδέν και ακτίνα R
ϵ
5 και άρα

∣∣∣∣∣
∫ ∑

ρ,ρ∗:ρ∗∈Fi

Gρ∗

ρ dµ

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫ ∑

ρ,ρ∗:ρ∗∈Fi,

d(ρ∗,0)>R
ϵ
5

Gρ∗

ρ dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫ ∑

ρ,ρ∗:ρ∗∈Fi,

d(ρ∗,0)≤R
ϵ
5

Gρ∗

ρ dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Και∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫ ∑

ρ,ρ∗:ρ∗∈Fi,

d(ρ∗,0)>R
ϵ
5

Gρ∗

ρ dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫ ∑

ρ,ρ∗:ρ∗∈Fi,

d(ρ∗,0)>R
ϵ
5

Gρ∗

ρ ϕ
−1
ρ∗ ϕρ∗dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ ∥Gρ∗

ρ ϕ
−1
ρ∗ ∥∞

∫ ∑
ρ,ρ∗:ρ∗∈Fi,

d(ρ∗,0)>R
ϵ
5

ϕρ∗dµ

≤ 2iR−100

∫ ∑
ρ,ρ∗:ρ∗∈Fi

d(ρ∗,0)>R
ϵ
5

ϕρ∗dµ ≤ CR
1
4

∑
ρ,ρ∗:ρ∗∈Fi,

d(ρ∗,0)>R
ϵ
5

1

(d(ρ∗, 0))M
µ
(
R2
)

. R
1
4µ
(
R2
) ∫

|x|>R
ϵ
5

1

|x|M
dx . R

1
4

R
ϵ
5
(M−2)

µ
(
R2
)
. µ

(
R2
)
R−100 . R−90

∣∣∣∣∫ Gdµ

∣∣∣∣
Για να ίσχύει η προτελευταία ανισότητα πρέπει το M = M(ϵ) να είναι αρκετά µεγάλο. Τώρα ο δίσκος µε

κέντρο το 0 και ακτίνα R
ϵ
5 καλύπτεται µε το πολύ N ′ ≤ CR

ϵ
5 τετράγωνα Qλ µε πλευρά 10 τα οποία εχουν

µικρή επικάλυψη έτσι ώστε κάθε ρ∗ ∈ Fi να είναι υποσύνολο κάποιου Qλ. Τότε

N ′∑
λ=1

∣∣∣∣∣
∫ ∑

ρ,ρ∗:ρ∗⊆Qλ

Gρ∗

ρ dµ

∣∣∣∣∣ ≥
(

C

logR
−R−90

) ∣∣∣∣∫ Gdµ

∣∣∣∣
Αρα για κάποιο απο τα Qλ∣∣∣∣∣

∫ ∑
ρ,ρ∗:ρ∗⊆Qλ

Gρ∗

ρ dµ

∣∣∣∣∣ ≥ CR− ϵ
5

∣∣∣∣ C

logR
−R−90

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∫ Gdµ

∣∣∣∣ ≥ CR− ϵ
2

∣∣∣∣∫ Gdµ

∣∣∣∣
Ορίζουµε F1 να είναι η οικογένεια των ρ∗ που ανήκουν στην Fiκαι είναι υποσύνολα του Qλ.

Η οικογένεια ορθογωνίων F1 έχει τις παρακάτω ιδιότητες.

• ∆ύο στοιχεία της ρ∗1, ρ
∗
2, αν είναι δυϊκά στο ίδιο αρχικό ρ ϑα τέµνονται στο σύνορο τους αϕού

αποτελούν πλακόστρωση του R2. Στην αντίθετη περίπτωση η γωνία τους ϑα είναι ίση µε την γωνία

των αντιστιχων ρ και κατά συνέπεια, µεγαλύτερη από CR−1
2 = Cδ.

• Επειδή το εµβαδό κάθε ρ∗ είναι CR−1
2 , για κάθε ρ υπάρχουν CR

1
2 ορθογώνια ρ∗ ⊆ Qλ. ΄Αρα

#F1 ≤ CR
1
2R

1
2 ≤ CR50 = Cδ−100 = K

• Το µήκος των στοιχείων της F1 είναι C και το πλάτος είναι Cδ

• Ισχύει h
2
≤ ∥ϕρ∗

−1Gρ∗
ρ ∥∞ ≤ h, για κάθε ρ∗ ∈ F1, όπου h = 2iR−100 και R−100 ≤ h ≤ CR

1
4 .

• Από την (;;) συνεπάγεται ∑
ρ,ρ∗:ρ∗∈F1

∥∥∥∥∥Gρ∗
ρ

ϕρ∗

∥∥∥∥∥
2

∞

≤ CMR
1
2

και από την h
2
≤
∥∥ϕ−1

ρ∗ G
ρ∗
ρ

∥∥
∞ συνεπάγεται ότι h2#(F1) ≤ CMR

1
2
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Από το λήµµα 1 µπορούµε να χωρίσουµε την F1 σε το πολύ C
(
log 1

δ

)2 το πλήθος υποοικογένειες Fij για

τις οποίες να ισχύουν

• Υπάρχουν αριθµοί p και θ ≥ R−1
2 και ένα σύνολο Gij από ορθογώνια τ µε µήκος C και πλάτος

περίπου θ τέτοια ώστε κάθε ρ∗ ∈ Fij να περιέχεται σε ένα τουλάχιστον τ ∈ Gij

• Κάθε τ ∈ Gij περιέχει περίπου pθ
√
R το πλήθος ορθογώνια από την F1.

• κάθε ρ∗ ∈ F1 περιέχεται σε το πολύ C το πλήθος ρ∗ ∈ Fij

• #(Gij) . #F1

pθ
√
R
≤ K

pθ
√
R

Επίσης ισχύουν ότι

• ∣∣∣∣∣
∫ ∑

ρ,ρ∗:ρ∗∈F1

Gρ∗

ρ dµ

∣∣∣∣∣ ≥ CR− ϵ
2

∣∣∣∣∫ Gdµ

∣∣∣∣
• αν ρ∗ ∈ F1, τότε

∣∣Gρ∗
ρ

∣∣ ≤ hϕρ∗. Αυτό προκύπτει από ότι ∥ϕ−1
ρ∗ G

ρ∗
ρ ∥∞ ≤ h

Από την (;;) έχουµε ότι ∣∣∣∣∣∣
∫ ∑

i,j

∑
ρ,ρ∗:ρ∗∈Fij

Gρ∗

ρ dµ

∣∣∣∣∣∣ ≥ CR
−ϵ
2

∣∣∣∣∫ Gdµ

∣∣∣∣
΄Αρα υπάρχει κάποιο Ϲεύγος (i, j) ώστε να είναι

(2)

∣∣∣∣∣∣
∫ ∑

ρ,ρ∗:ρ∗∈Fij

Gρ∗

ρ dµ

∣∣∣∣∣∣ ≥ CR− ϵ
2
∣∣∫ Gdµ∣∣

#(i, j)
≥
CR− ϵ

2
∣∣∫ Gdµ∣∣

(logR)2
≥ CR−ϵ

∣∣∣∣∫ Gdµ

∣∣∣∣
Θέτουµε F = Fij και G = Gij.

Συνοψίζουµε για την F και την G

• #(G) ≤ C K
pθ

√
R

• κάθε τ ∈ G περιέχει περίπου pθ
√
R ορθογώνια από την F1.

• θ ≥ R−1
2

• κάθε ρ∗ ∈ F περιέχεται σε ένα τουλάχιστον τ ∈ G

•

∣∣∣∣∣∫ ∑
ρ,ρ∗:ρ∗∈F

Gρ∗
ρ dµ

∣∣∣∣∣ ≥ CR−ϵ |Gdµ|

• αν ρ∗ ∈ F , τότε
∣∣Gρ∗

ρ

∣∣ ≤ hϕρ∗

• h2#(F) ≤ CMR
1
2

Τωρα διαιρούµε τον µοναδιαίο κύκλο σε τόξα Θ µε κυκλικό µήκος περίπου θ έτσι ώστε η ακτινική

προβολή καθενός β να περιέχεται σε κάποιο Θ. Για κάθε ρ ορίζουµε F(ρ) να είναι όλα τα ρ∗ ∈ F που είναι

δυικά στο ρ και G(Θ) να είναι όλα τα τ ∈ G των οποίων η γωνία περιέχεται στο C1Θ για σταθερά C1 που
22



ϑα καθοριστεί σε λίγο. Εϕαρµόζοντας το λήµµα 2 ορίζουµε ψ(k)
ρ =

∑
ρ∗∈F(ρ) ϕ

(k)
ρ∗ και Ψ(k)

Θ =
∑

τ∈G(Θ) ϕ
(k)
τ .

Από το λήµµα 2 έχουµε

(3)

∥∥∥∥∥∑
ρ

ψ(4)
ρ

∥∥∥∥∥
2

2

. #(F) pR−1
2 logR

∥∥∥∥∥∑
Θ

Ψ
(4)
Θ

∥∥∥∥∥
2

2

. #(F)
R−1

2

p
logR

Παρατηρούµε ακόµα ότι επειδή τα ρ∗ ∈ F(ρ) το πολύ να εϕάπτονται στο σύνορο ( αν είναι γειτονικά ),

ψ
(4)
ρ ≤ C.

Ορίζουµε Hρ =
∑

ρ∗∈F(ρ)G
ρ∗
ρ . Υπενθυµίζουµε ότι Gρ∗

ρ = bρ∗ ̂χβf(−x). Ισχύει ότι

Ĥρ =
∑̂

ρ∗∈F(ρ)

Gρ∗
ρ =

∑
ρ∗∈F(ρ)

b̂ρ∗ ∗ χβf(x) = χβf(x) ∗
∑

ρ∗∈F(ρ)

b̂ρ∗

Σηµειώνουµε εδώ ότι β = β(ρ) και supp b̂ρ∗ = ρ, για όλα τα ρ∗ ∈ F(ρ). ΄Αρα supp Ĥρ = ρ+ β ⊂ 2ρ. Ακόµα

ϑέτουµε HΘ =
∑

ρ⊂ΘHρ, P =
(∑

Θ |HΘ|2
)1
2 . ΄Οταν γράϕουµε ρ ⊆ Θ εννοούµε ότι το αντίστοιχο β(ρ) έχει

ακτινική προβολή πάνω στον µοναδιαίο κύκλο, η οποία περιέχεται στο τόξο Θ.

Λήµµα 7.

∥P∥4 . h(logR)
1
4

(
#(F) pR−1

2

)1
4

Απόδειξη. Για κάθε ρ η Ĥρ έχει φορέα το 2ρ. Από το λήµµα 3 έχουµε:

∥P∥4 .

∥∥∥∥∥∥∥
(∑

ρ

|Hρ|2
)1

2

∥∥∥∥∥∥∥
4

Απο την άλλη

|Hρ| ≤
∑

ρ∗∈F(ρ)

hϕ
(4)
ρ∗ .

΄Αρα

∥P∥4 . h

∥∥∥∥∥∥
∑
ρ

 ∑
ρ∗∈F(ρ)

ϕ
(4)
ρ∗

2∥∥∥∥∥∥
1
2

2

= h

∥∥∥∥∥∑
ρ

(
ψ(4)
ρ

)2∥∥∥∥∥
1
2

2

. h

∥∥∥∥∥∑
ρ

ψ(4)
ρ

∥∥∥∥∥
1
2

2

. h(logR)
1
4

(
#(F)pR−1

2

)1
4
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. �

Θα χρειαστούµε επίσης και την παρακάτω εκτίµηση για το HΘ. Απο τις ιδιότητες της F γνωρίζουµε ότι

Gρ∗
ρ ≤ hϕ

(M)
ρ∗

|HΘ| ≤
∑
ρ⊂Θ

|Hρ| ≤
∑
ρ⊂Θ

∑
ρ∗∈F(ρ)

hϕ
(4)
ρ∗ .

΄Εστω ρ ⊆ Θ. Απο την απόδειξη του 2 στο Λήµµα 1, γνωρίζουµε ότι όλα τα τ που περιέχουν το ρ∗ έχουν

συγκρίσιµη γωνία. Επιλέγουµε C1 ώστε τ που περιέχουν το ρ∗ να ανήκουν στο G(Θ).

Ισχύει ∑
ρ⊂Θ

∑
ρ∗∈F(ρ)

hϕ
(M)
ρ∗ . h

∑
τ∈G(Θ)

∑
ρ∗⊆τ

ϕ
(M)
ρ∗ .

Κάθε τ έχει µήκος C και πλάτος ≤ C. Κάθε ρ∗ έχει µήκος 1 και πλάτος 1√
R

. Επίσης για κάθε ρ τα

αντίστοιχα ρ∗ είναι ξένα, οπότε το τ περιέχει το πολύ
√
R ορθογώνια ρ∗ που αντιστοιχούν στο ίδιο ρ. Το

πλήθος των ρ ειναι το πολύ
√
R, οπότε κάθε τ περιέχει το πολύ CR ορθογώνια ρ∗. Για κάθε ρ∗ ∈ F ισχύει

ϕ
(M)
ρ∗ ≤ ϕ

(M)
τ . ΄Αρα

(4) |HΘ| ≤ h
∑

τ∈G(Θ)

∑
ρ∗⊆τ

ϕ
(M)
ρ∗ . hCR

∑
τ∈G(Θ)

ϕ(M)
τ = hCRΨ

(M)
Θ

Από δω και κάτω είναι το κυρίως µέρος της απόδειξης. Κάθε τετράγωνο πλευράς t που ϑα ορίσουµε

παρακάτω ϑα είναι ένα τετράγωνο της µορϕής [0, t)× [0, t) µετατοποισµένο κατά κάποιο στοιχείο του tZ2,

οπότε όλα αυτά τα τετράγωνα πλακοστρώνουν το επίπεδο. Παρατηρούµε ότι

ϕ(4)
τ (x) .

(
max(θ, |x− y|)

θ

)4

ϕ(4)
τ (y)

για κάθε x και y, και από αυτό συνεπάγεται

Ψ
(4)
Θ (x) .

(
max(θ, |x− y|)

θ

)4

Ψ
(4)
Θ (y)

Ορίζουµε ένα A−τετράγωνο να είναι ένα τετράγωνο Q µε πλευρά θ και

maxQ
∑

Θ Ψ
(4)
Θ ∈ [A, 2A]. Από την τελευταία ανισότητα ανQ είναι έναA-τετράγωνο έχουµε minQ

∑
Θ Ψ

(4)
Θ &

maxQ
∑

Θ Ψ
(4)
Θ ≥ A. Απο την (;;) έχουµε,

πλήθος Α-τετραγώνων =
1

A2θ2

∑
Q: το Q είναι A−τετράγωνο

∫
Q

A2 . 1

A2θ2

∑
Q: το Q είναι A−τετράγωνο

∫
Q

∣∣∣∣∣∑
Θ

Ψ
(4)
Θ

∣∣∣∣∣
2

≤ 1

A2θ2

∥∥∥∥∥∑
Θ

Ψ
(4)
Θ

∥∥∥∥∥
2

2

≤ 1

A2θ2
#F
p
√
R

logR
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Ακόµα αν x, y ϐρίσκονται σε ενα τετράγωνο Q µε πλευρά C ισχύει ότι,(
max{θ, |x− y|}

θ

)4

.
(

C

R−1
2

)4

= CR2

και άρα maxQ
∑

ΘΨ
(4)
Θ . R2minQ

∑
Θ Ψ

(4)
Θ

Αν περιοριστούµε σταA-τετράγωνα που τέµνουν τον φορέα του µ, τότε όλα αυτα ϐρίσκονται σε ένα µεγάλο

τετράγωνο πλευρας C. Σε αυτό το τετράγωνο η
∑

Θ Ψ
(4)
Θ είναι φραγµένη, οπότε υπάρχουν το πολύ C logR

αριθµοι A = 2j για τέτοια 2j-τετράγωνα. Θα δείξουµε ότι :∣∣∣∣∣
∫
EA

∑
ρ∗∈F

Gρ∗

ρ dµ

∣∣∣∣∣ . (Bµ (R2
))1

2 R
1
2
−α

2
+ϵ

΄Οπου EA είναι η ένωση των A-τετραγώνων, που τέµνουν τον φορέα του µ.

Πρόταση 3. Υπάρχει µια ακτινική συνάρτηση q για την οποία ισχύει |q(x)| ≤ CN(1+ |x|)−N για κάθε N και

έχει και την παρακάτω ιδιότητα. Αν t = (θR)−1, qt(x) = t−2q(t−1x) και µ είναι το απόλυτα συνεχές µέτρο

qt ∗ µ δηλαδή µ(A) =
∫
A

∫
R2 q

t(x − y)dµ(y)dx µε πυκνότητα dµ
dx

=
∫
R2 q

t(x − y)dµ(y), τότε για κάθε Θ και

για κάθε τετράγωνο µε πλευρά µεγαλύτερη από t

(5)
∫
Q

|HΘ|dµ .
∑
j≥0

2−Mj

∫
2jQ

|HΘ|dµ

Απόδειξη. Θα δείξουµε την ύπαρξη της q ώστε να ικανοποιεί την (;;) για τετράγωνα Q µε πλευρά t. ΄Εστω

Λ ∈ Z τέτοιο ώστε ϕ(4)(x) ≤ C
∑

j≥0 2
−jΛχ2jQ και έστω k µια ακτινική Schwarz συνάρτηση µε k̂ = 1 σε ένα

αρκετά µεγάλο δίσκο µε κέντρο την αρχή των αξόνων. Αϕού το t είναι σταθεροποιηµένο ο φορέας της ĤΘ

ϐρίσκεται µέσα σε ένα δίσκο παραµορϕωµένο κατα Ct−1 για κάποιο C. Ισχύει ότι |̂HΘ| ≤ C ̂|kt| · |HΘ| και

κατά συνέπεια |HΘ| . |kt| ∗ |HΘ| Και∫
Q

|HΘ| dµ .
∫
Q

|kt| ∗ |HΘ| =
∫
Q

∫
R2

|kt|(x− y)|HΘ|(x)
ϕ
(4)
Q (y)

ϕ
(4)
Q (y)

dµ(x) dy

=

∫
R2

∫
Q

|kt|(x− y)

ϕ
(4)
Q (y)

dµ(x)|HΘ|(x)ϕ(4)
Q (y) dy

Ακόµα ισχύει 1

ϕ
(4)
Q (y)

≤ C (1 + t−1∥y − x∥)Λ οπότε ϑέτοντας q(x) = (1 + |x|)Λ|k(x)| τότε η q εξασθενεί όπως

ϑέλουµε και επιπλέον ∫
Q

|HΘ|dµ .
∫
ϕQ(y)|HΘ|(y)dµ(y) .

∑
j≥0

2−Λj

∫
2jQ

|HΘ|dµ
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µε απλά γεωµετρικά επιχειρήµατα, ευκολα αποδεικνύεται η ανισότητα πρώτα για την περίπτωση όπου τα

τετράγωνα έχουν πλευρα 2jt µε j > 1 και έπειτα για την γενική περίπτωση. �

Επίσης ισχύει ότι µ (Dr) . CBrα, όπου B = supx supr≥R−1

µ
(
D(x;r)

)
rα

. Πράγµατι

µ (Dr) =

∫
R2

∫
D(x0;r)

qt(x− y) dµ(y) dx =

∫
R2

∫
R2

qt(x)XD(x0−y;r)(x) dµ(y) dx

=

∫
R2

qt(x)

∫
R2

XD(x0−x;r)(y) dµ(y) dx ≤ CBrα

Εύκολα ϐλέπουµε και ότι µ (R2) = Cµ (R2). Θα χρειαστούµε, την επόµενη πρόταση

Πρόταση 4. ∥∥∥∥dµdx
∥∥∥∥
∞

. B(θR)2−α

Απόδειξη.∣∣∣∣dµdx
∣∣∣∣ ≤ ∫ ∣∣qt(x− y)

∣∣ dµ(y) ≤ (θR)2
∫ ∣∣q(θR(x− y)

)∣∣ dµ(y) ≤ CN(θR)
2

∫ ∣∣∣∣ 1

(1 + |θR(x− y)|)N

∣∣∣∣ dµ(y)
= CN(θR)

2

[∫
D(x,

1
θR

)

1

(1 + |θR(x− y)|)N
dµ(y) +

∞∑
k=1

∫
2k−1

θR
≤|x−y|≤ 2k

θR

1

(1 + |θR(x− y)|)N
dµ

]

≤ CN(θR)
2

[∫
D(x,

1
θR

)

dµ(y) +
∞∑
k=1

∫
2k−1

θR
≤|x−y|≤ 2k

θR

1

2(k−1)N
dµ

]

≤ (θR)2

[
B

1

(θR)α
+

+∞∑
k=1

1

2(k−1)N
µ

(
D
(
x, 2k

θR

))]
≤ CN(θR)

2

[
B

1

(θR)α
+

+∞∑
k=1

1

2(k−1)N
B

2kα

(θR)α

]

≤ CN(θR)
2B(θR)−α

[
1 + 2N

+∞∑
k=1

2k(α−N)

]
≤ CNB (θR)2−α

�

΄Εστω Q ένα A-τετράγωνο τότε∣∣∣∣∣
∫
Q

∑
ρ,ρ∗:ρ∗∈F

Gρ∗

ρ dµ

∣∣∣∣∣ ≤∑
Θ

∫
Q

|HΘ|dµ =
∑

Θ:maxQ Ψ
(4)
Θ ≥R−ϵ

∫
Q

|HΘ|dµ+
∑

Θ:maxQ Ψ
(4)
Θ <R−ϵ

∫
Q

|HΘ|dµ

Για το δεύτερο όρο από την (;;) έχουµε ότι |HΘ| . RhΨ
(M)
Θ . Rh

(
Ψ

(4)
Θ

)M
4 αν έχουµε επιλέξει το M αρκετά

µεγάλο παίρνουµε ∑
Θ:maxQ Ψ

(4)
Θ <R−ϵ

∫
Q

|HΘ|dµ . µ(R2)hR1−M
4
ϵ ≤ µ(R2)R−100.
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Το πλήθος των Θ στον πρώτο όρο είναι το πολύ RϵA αϕου Ψ
(4)
Θ & R−ϵ και το άθροισµά τους είναι . A. Από

το γεγονός ότι θ ≥ (Rθ)−1 και την πρόταση 3 παίρνουµε,

∣∣∣∣∣
∫
Q

∑
ρ,ρ∗:ρ∗∈F

Gρ∗

ρ dµ

∣∣∣∣∣ .∑
j≥0

2−Λj

∫
2jQ

∑
Θ:maxQ Ψ

(4)
Θ ≥R−ϵ

|HΘ|dµ+ µ(R2)R−100

.
Schwarz (AR

ϵ)
1
2
∑
j≥0

2−Λj

∫
2jQ

Pdµ+ µ(R2)R−100

Θα εκτιµήσουµε το ολοκλήρωµα |
∫
EA

∑
ρ,ρ∗:ρ∗∈F

Gρ∗
ρ dµ| αθροίζοντας πάνω από όλα τα A-τετράγωνα. ΄Εστω

Ej
A η 2j παραµόρϕωση της ένωσης EA όλων των A-τετραγώνων. Επειδή υπάρχουν το πολύ R το πλήθος

A-τετράγωνα που τέµνουν τον φορέα του µ ο δεύτερος όρος δεν ϑα δώσει παραπάνω από µ(R2)R−99. Από

την πρόταση 4 παίρνουµε

∣∣∣∣∣
∫
EA

∑
ρ,ρ∗:ρ∗∈F

Gρ∗

ρ dµ

∣∣∣∣∣ .
Holder (AR

ϵ)
1
2 2∥P∥4

∑
j

22j2−Λj

∥∥∥∥dµdx
∥∥∥∥
L

4
3 (Ej

A)

+ µ(R2)R−99

. (ARϵ)
1
2 (logR)

1
4 h
(
#(F)pR− 1

2

) 1
4 ·
∑
j

2(2−Λ)jµ
(
R2
)1
2 (θR)

2−a
4 µ(Ej

A)
3
4 + µ(R2)R−99

Επειδη για κάθε x, µ (D(x; r)) . CBrα, κάθε τετράγωνο πλευράς θ έχει µέτρο µ το πολύ Bθα. Επίσης

δείξαµε ότι το πλήθος των A-τετραγώνων είναι το πολύ C#(F)

p
√
R
logRθ−2A−2 :

µ (EA) . logR
#(F)

p
√
R
θ−2A−2Bθα

Ισοδύναµα

p . #(F)Bθ−2R−1
2A−2µ (EA)

−1 θα logR

΄Ενα παραµορϕωµένο κατά 2j, A-τετράγωνο έχει µέτρο µ το πολύ CB2jαθα

p . #(F)Bθ−2R−1
2A−2µ

(
Ej

A

)−1
2jαθα logR
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Χρησιµοποιώντας και ότι h . R
1
4
(
#(F)

)−1
2 παίρνουµε∣∣∣∣∣

∫
EA

∑
ρ,ρ∗:ρ∗∈F

Gρ∗

ρ dµ

∣∣∣∣∣ .
(logR)

1
4 (ARϵ)

1
2 · R

1
4(

#(F)
) 1

2

·
∑
j

((
#(F)

)2
Bθ−2R−1A−2µ

(
Ej

A

)−1
2jαθα logR

) 1
4 · 2(2−Λ)jB

1
4 (θR)

2−a
4 µ(Ej

A)
3
4

+ µ(R2)R−99 = (logR)
1
2 R

ϵ
2

∑
j

2(2−Λ+(α
4 ))jB

1
2µ
(
Ej

A

) 1
2 R(

1
2
−α

4 ) + µ(R2)R−99 .

(logR)
1
2 R

ϵ
2

(
Bµ
(
R2
)) 1

2 R(
1
2
−α

4 )

Τελικά απο την (;;) έχουµε∣∣∣∣∫ Gdµ

∣∣∣∣ ≤ CRϵ

∣∣∣∣∣
∫
EA

∑
ρ,ρ∗:ρ∗∈F

Gρ∗

ρ dµ

∣∣∣∣∣ ≤ C (logR)
1
2 R

3ϵ
2

(
Bµ
(
R2
)) 1

2 R(
1
2
−α

4 )

Αν f είναι συνάρτηση µε φορέα το AR και ∥f∥L2 = 1 τότε

∣∣∣∣∫
AR

µ̂(x)f(−x) dx
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ Gdµ

∣∣∣∣ ≤ (logR)
1
2
(
Bµ
(
R2
)) 1

2 R
−3ϵ+1+α

2

΄Αρα
1

R

∫
AR

|µ̂(x)|2 dx ≤ CϵBµ
(
R2
)
R−α

2
+4ϵ

.

Το οποίο από το λήµµα 6 µας δίνει

(6)
∫ π

−π

∣∣µ̂ (Reiθ)∣∣2 dθ ≤ CϵBµ
(
R2
)
R−α

2
+4ϵ

.

Αν υποθέσουµε οτι µ είναι ένα µέτρο µε φορέα τον µοναδιαίο δίσκο και α-διαστατη ενεργεια 1 τοτε ΄Οπως

στο λήµµα 5 µπορούµε να ϐρούµε µέτρα µj µε 1 ≤ j . logR τέτοια ώστε µ =
∑

j µj και

µj

(
R2
)
sup
x

sup
r≥R−1

µj (D(x, r))

rα
. 1

Για κάθε ένα από αυτα τα µέτρα ισχύει η (;;)∫ π

−π

∣∣µ̂j

(
Reiθ

)∣∣2 dθ ≤ Cϵ sup
x

sup
r≥R−1

µj (D(x, r))

rα
µj

(
R2
)
R−α

2
+4ϵ . CϵR

−α
2
+4ϵ

Τελικά
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∫ π

−π

∣∣µ̂ (Reiθ)∣∣2 dθ = ∫ π

−π

∣∣∣∣∣∑
j

µ̂j

(
Reiθ

)∣∣∣∣∣
2

dθ . logR
∑
j

∫ π

−π

∣∣µ̂j

(
Reiθ

)∣∣2 dθ
. Cϵ (logR)

2R−α
2
+4ϵ . CϵR

−α
2
+6ϵ

Το οποίο δίνει το ϑεώρηµα.
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